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Àííîòàöèÿ

Ëèíåéíûå àëãîðèòìû êåðíåëèçàöèè äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì
ïîêðûòèè d-ãèïåðãðàôà áûëè ïðåäëîæåíû âàí Áåâåðíîì â 2014
ãîäó è Ôàôüÿíè è Êðàò÷åì â 2015 ãîäó. Îáîèì àëãîðèòìàì íóæíà
ñòðóêòóðà äàííûõ, ñïîñîáíàÿ îáðàùàòüñÿ ê äàííûì, àññîöèèðîâàí-
íûì ñ êîðòåæåì ÷èñåë, çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Âàí Áåâåðí ýêñïåðè-
ìåíòèðîâàë ñ ðàçíûìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ. Õåø-òàáëèöû èìåþò
êîíñòàíòíûé äîñòóï ê äàííûì â ñðåäíåì, íî ëèíåéíûé â õóäøåì
ñëó÷àå. Ñáàëàíñèðîâàííûå äåðåâüÿ ïîèñêà îáåñïå÷èâàþò ëèíåéíóþ
ïàìÿòü, íî íåêîíñòàíòíîå îáðàùåíèå. Ïðåôèêñíûå äåðåâüÿ ïðåäî-
ñòàâëÿþò äîñòóï ê ïàìÿòè çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ, íî îáú¼ì ïàìÿ-
òè, íåîáõîäèìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî äåðåâà, ñâåðõëèíåéíûé. Â
ýòîé ðàáîòå îïèñàí ñïîñîá ïîëó÷èòü îäíîâðåìåííî ëèíåéíîå âðå-
ìÿ ðàáîòû è ëèíåéíóþ ïàìÿòü. Îïòèìèçàöèÿ ïàìÿòè ïðèìåíÿåòñÿ
ê àëãîðèòìó Ôàôüÿíè è Êðàò÷à è ê àëãîðèòìó âàí Áåâåðíà. Äëÿ
îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè îïòèìèçàöèè ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòû.

1 Ââåäåíèå
Íåêîòîðûå òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è â ÷àñòíûõ è ïðàêòè÷åñêè

çíà÷èìûõ ñëó÷àÿõ ðåøàþòñÿ áûñòðî. Â ïîïûòêå îáîáùåíèÿ òàêèõ
�õîðîøèõ� ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äëÿ çàäà÷è ââîäÿòñÿ ïàðàìåòðû, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðûõ ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ñëæíîñòü çàäà÷è. Íàïðè-
ìåð, ïàðàìåòðîì ìîæåò áûòü ðàçìåð îòâåòà çàäà÷è. Â ãðàôîâîé
çàäà÷å ïàðàìåòðîì ìîæåò áûòü ÷èñëî êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíî-
ñòè èëè îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû.

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå [8].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ çàäà÷à (ÿçûê çàäà÷è) �
ýòî ìíîæåñòâî L ⊆ {0, 1}∗ × N. Çäåñü ïàðà (X, k) ∈ {0, 1}∗ × N
ñîñòîèò èç âõîäà çàäà÷è X è ïàðàìåòðà k.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ çàäà÷à L ⊆ {0, 1}∗×N íà-
çûâàåòñÿ ðåøàåìîé ïîëèíîìèàëüíî ñ ïàðàìåòðîçàâèñèìûì ìíî-
æèòåëåì (ïðèíåíàäëåæèò êëàññó FPT ), åñëè ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì A, îïðåäåëÿþùèé ïðèíàäëåæíîñòü ïàðû (X, k) ÿçûêó çàäà÷è
L çà âðåìÿ f(k)|X|c. Çäåñü f � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíê-
öèÿ, à c � êîíñòàíòà. Àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ñ
ïàðàìåòðîçàâèñèìûì ìíîæèòåëåì.
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Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî ñ ïàðàìåò-
ðîçàâèñèìûì ìíîæèòåëåì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ �ñæàòèå� âõîäà çà-
äà÷è X äî ðàçìåðà, íå çàâèñÿùåãî îò åãî èñõîäíîãî ðàçìåðà, à
òîëüêî ëèøü îò k. Òîãäà, ïðè çàïóñêå ëþáîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà �ñæàòîì� âõîäå X ′, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
âðåìÿ ðàáîòû ýêñïîíåíöèàëüíîãî àëãîðèòìà îò ðàçìåðà èñõîäíîãî
âõîäà çàâèñåòü íå áóäåò.

Òàêîå �ñæàòèå� íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé äàííûõ èëè, åñëè ðàçìåð
�ñæàòîãî� âõîäà çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà k, êåðíåëèçàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Êåðíåëèçàöèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è L ∈
{0, 1}∗ × N � ýòî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, âõîäîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ (X, k), à âûõîäîì � (X ′, k′). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1. (X, k) ∈ L⇔ (X ′, k′) ∈ L,

2. |X ′| ≤ f(k) äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ,

3. k′ ≤ g(k) äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g.

Ðåçóëüòàò (X ′, k′) êåðíåëèçàöèè íàçûâàåòñÿ ÿäðîì, à f(k) � åãî
ðàçìåðîì.

Ïîñêîëüêó ðåäóêöèÿ äàííûõ ïîòåíöèàëüíî ïðèìåíÿåòñÿ ê áîëü-
øèì âõîäàì, âàæíà ïîëèíîìèàëüíàÿ èëè ëó÷øå ëèíåéíàÿ òðóäî-
¼ìêîñòü êåðíåëèçàöèè.

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ êåðíåëèçàöèÿ äëÿ ñëåäóþùåé
çàäà÷è.

Çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè d-ãèïåðãðàôà.
Äàíî: ãèïåðãðàô G = (V,E) òàêîé, ÷òî ∀e ∈ E : e ⊆ V, |e| ≤ d.
Òðåáóåòñÿ : íàéòè âåðøèííîå ïîêðûòèå S ⊆ V ìèíèìàëüíîãî
ðàçìåðà, ò. å. òàêîå ìíîæåñòâî S ⊆ V , ÷òî ∀e ∈ E : e ∩ S 6= ∅ è
|S| → min.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàô ãðà-
ôîì, à ãèïåðð¼áðà � ð¼áðàìè.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ðåáðà â
ãèïåðãðàôå d ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàäà÷è. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ñ÷èòàòü d êîíñòàíòîé. Ðåøåíèå çàäà÷è ñ òàêèì îãðàíè÷åíèåì ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ d. Íàïðèìåð, çàäà÷à
î êëàñòåðèçàöèè ãðàôà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î âåðøèííîì ïîêðûòèè
ãèïåðãðàôà ïðè d = 3 [3], à çàäà÷à î ëèíåéêàõ Ãîëîìáà � ïðè
d = 4 [5]. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèå ïðè ìàêñèìèçàöèè
èñïîëüçîâàííûõ ðàäèî÷àñòîò ñ ìèíèìèçàöèåé èíòåðôåðåíöèé.
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Ïàðàìåòðèçóåì çàäà÷ó, âçÿâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà k � îãðàíè-
÷åíèå íà ðàçìåð âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ S.

Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè

d-ãèïåðãðàôà.
Äàíî: ãèïåðãðàô G = (V,E) òàêîé, ÷òî ∀e ∈ E : e ⊆ V, |e| ≤ d.
Ïàðàìåòð: k.
Òðåáóåòñÿ : îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè âåðøèííîå ïîêðûòèå S ⊆
V ðàçìåðà íå áîëåå k, ò. å. òàêîå ìíîæåñòâî S ⊆ V , ÷òî ∀e ∈ E :
e ∩ S 6= ∅ è |S| ≤ k.

Òàêàÿ çàäà÷à âñ¼ åùå îñòàåòñÿ NP-òðóäíîé, îäíàêî äëÿ íå¼ ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûé ñ ïàðàìåòðîçàâèñèìûì ìíî-
æèòåëåì, ðàáîòàþùèé çà âðåìÿ O(dk|E|) [10].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû êåðíåëèçàöèè äëÿ
çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ãèïåðãðàôà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî óñêîðèòü èçâåñòíûå ïîëèíîìèàëüíûå ñ ïàðàìåòðîçàâèñè-
ìûì ìíîæèòåëåì àëãîðèòìû. Âõîäîì àëãîðèòìà êåðíåëèçàöèè áó-
äåò ÿâëÿòüñÿ ãèïåðãðàô G, à âûõîäîì � ãèïåðãðàô G′.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ êåðíåëè-
çàöèè äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè. Â
2003 ãîäó Íèäåðìåéåð è Ðîñìàíèò [9] ïðåäëîæèëè àëãîðèòì êåðíå-
ëèçàöèè çàäà÷è äëÿ d = 3 ñ ÿäðîì ðàçìåðà O(k3). Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî d ïåðâûé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â 2006 ãîäó Ôëþìîì è Ãðîý
[2]. Â ÿäðå êåðíåëèçàöèè O(kd) ð¼áåð, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íàèëó÷øèì ÿäðîì: â 2010 ãîäó Äåëë è âàí Ìåëüêåáååê ïîêàçàëè,
÷òî íåëüçÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïîñòðîèòü ÿäðî O((k+ 1)d−ε),
åñëè íå ñõëîïûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ [7]. Âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà Ôëþìà è Ãðîý ñâåðõëèíåéíîå, ïîýòîìó èíòåðåñ â äàííîé
ðàáîòå áóäóò ñîñòàâëÿòü áîëåå ïîçäíèå àëãîðèòìû. Àëãîðèòìû âàí
Áåâåðíà 2014 ãîäà [4] è Ôàôüÿíè è Êðàò÷à 2015 ãîäà [6] ïîëó÷àþò
ÿäðà ðàçìåðà O(kd) è ðàáîòàþò çà ëèíåéíîå âðåìÿ, îäíàêî òðå-
áóþò ñâåðõëèíåéíîãî îáú¼ìà ïàìÿòè. Â ñëåäóþùèèõ ÷àñòÿõ áóäóò
ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè îáîèõ àëãîðèòìîâ, ñîêðàùàþùèå îáúåì
òðåáóåìîé ïàìÿòè äî ëèíåéíîãî.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè: G = (V,E)
� èñõîäíûé ãðàô, G′ = (V ′, E ′) � ðåçóëüòàò êåðíåëèçàöèè, n = |V |,
m = |E|. Îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåðû ð¼áåð � d. Âåðøèíû áóäåì ñ÷è-
òàòü ïðîíóìåðîâàííûìè îò 1 äî n, à ðàçìåðîì âõîäà ïðè ïîäñ÷¼òå
âðåìåíè ðàáîòû áóäåì ñ÷èòàòü O(n + dm).
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2 Àëãîðèòì Ôàôüÿíè è Êðàò÷à
Â 2015 ãîäó Ôàôüÿíè è Êðàò÷ ïðåäëîæèëè àëãîðèòì êåðíå-

ëèçàöèè (Àëãîðèòì 1), ðàáîòàþùèé çà ëèíåéíîå âðåìÿ [6]. Ýòîò
àëãîðèòì ñîêðàùàåò ÷èñëî ð¼áåð äî (k + 1)d.

Àëãîðèòì 1 ïî î÷åðåäè îáðàáàòûâàåò ð¼áðà èñõîäíîãî ãðàôà G
è ðåøàåò, âçÿòü ëè î÷åðåäíîå ðåáðî e â êîíå÷íûé ãðàô G′. Äëÿ ýòî-
ãî îí ðàññìàòðèâàåò êàæäîå ïîäìíîæåñòâî s ðåáðà e è ïðîâåðÿåò,
ñêîëüêî ð¼áåð, óæå âçÿòûõ â êîíå÷íûé ãðàô G′ = (V,E ′), ÿâëÿþòñÿ
íàäìíîæåñòâàìè e. Ýòî ÷èñëî íàäìíîæåñòâ õðàíèòñÿ â ñòðóêòóðå
äàííûõ supersets[]. Åñëè supersets[s] óæå èìååò ïðåäåëüíîå äîïó-
ñòèìîå çíà÷åíèå (k+1)d−|s| äëÿ íåêîòîðîãî s ⊆ e, òî ðåáðî e â ãðàô
ìîæíî íå áðàòü. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âûõîäèò çà ðàìêè
äàííîé ðàáîòû, åãî ìîæíî íàéòè â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Êðàò÷à
è Ôàôüÿíè [6]. Åñëè ðåáðî e âñ¼ æå áûëî âçÿòî â êîíå÷íûé ãðàô,
òî àëãîðèòì óâåëè÷èâàåò íà 1 çíà÷åíèÿ supersets[s] äëÿ âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ s ðåáðà e, ïîñêîëüêó e òåïåðü ÿâëÿåòñÿ íîâûì íàäìíî-
æåñòâîì äëÿ s. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ýòîãî ñîõðàíèëîñü ñîîòíîøåíèå
supersets[s] ≤ (k + 1)d−|s| äëÿ ëþáîãî s.

Àëãîðèòì 1: Àëãîðèòì Ôàôüÿíè è Êðàò÷à

Âõîä: d-ãèïåðãðàô G = (V,E), íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âûõîä: d-ãèïåðãðàô G′ = (V,E ′) : |E ′| ≤ (k + 1)d.

1 L← ∅;
2 foreach s ⊆ e, e ∈ E do

3 supersets[s]← 0;

4 E ′ ← ∅;
5 foreach e ∈ E do

6 take← True;
7 foreach s ⊆ e do
8 if supersets[s] ≥ (k + 1)d−|s| then

// ðåáðî e íå ïîïàä¼ò â ãðàô G′

9 take← False;

10 if take then
11 E ′ ← E ′ ∪ {e};
12 foreach s ⊆ e do
13 supersets[s]← supersets[s] + 1;

14 return G′ = (V,E ′);

Ïîëó÷èòü îöåíêó ðàçìåð âûõîäíîãî ãðàôà íåñëîæíî. Ëþáîå
ðåáðî e ∈ E ′ ÿâëÿåòñÿ íàäìíîæåñòâîì äëÿ ∅. Äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
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ñòâà s ñîõðàíÿòåñÿ ñîîòíîøåíèå supersets[s] ≤ (k+1)d−|s|. Ïîýòîìó
÷èñëî ð¼áåð |E ′| = supersets[∅] ≤ (k + 1)d.

3 Còðóêòóðà äàííûõ supersets[]
Êàê áûëî âèäíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, àëãîðèòì 1 èñïîëüçó-

åò ñòðóêòóðó äàííûõ supersets[s]. Â íåé õðàíèòñÿ ÷èñëî âçÿòûõ
â ãðàô G′ ð¼áåð-íàäìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ïîäðåáðà.
Ôàôüÿíè è Êðàò÷ â êà÷åñòâå òàêîé ñòðóêòóðû äàííûõ èñïîëüçóþò
ïðåôèêñíîå äåðåâî, ïðåäëîæåííîå âàí Áåâåðíîì â åãî àëãîðèòìå
[4]. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òàêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ è ïîêàæåì, ÷òî
îíà ïîòðåáëÿåò ñâåðõëèíåéíûé îáú¼ì ïàìÿòè.

Ïðåôèêñíîå äåðåâî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü S �
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ âñåõ ð¼áåð e ∈ E, òî åñòü

s ∈ S ⇐⇒ ∃e ∈ E | s ⊆ e.

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà s ∈ S ñîçäàäèì ñâîþ âåðøèíó nodes â
äåðåâå è âûäåëèì äëÿ íå¼ áëîê ïàìÿòè. Áëîê ñîñòîèò èç ñ÷¼ò÷èêà
counters, êîòîðûé áóäåò õðàíèòü çíà÷åíèå supersets[s], è ìàññèâà
óêàçàòåëåé nextsets[] ðàçìåðà n. Ýëåìåíò ìàññèâà nextsets[x] óêà-
çûâàåò íà áëîê ïàìÿòè äëÿ âåðøèíû äåðåâà nodes′ , ãäå s

′ = s∪{x},
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s′ ∈ S è ∀y ∈ s : x > y. Èíà÷å nextsets[x]
íå óêàçûâàåò íèêóäà.

Ìû òðåáóåì, ÷òîáû íîìåð âåðøèíû x áûë áîëüøå, ÷åì ó ëþ-
áîé äðóãîé â s, ÷òîáû ïóòü îò êîðíåâîé âåðøèíû node∅, äî ëþáîé
äðóãîé âåðøèíû nodes îïðåäåëÿëñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ×òîáû
íàéòè áëîê ïàìÿòè, ñîîòâåòñòâóþùèé nodes äëÿ s = {x1, x2, . . . , x|s|},
îòñîðòèðóåì x1, x2, . . . , x|s| ïî âîçðàñòàíèþ. Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ x|s|. Áóäåì ïåðåõîäèòü ïîî÷åð¼äíî ïî âåðøè-
íàì äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâàì s0 = ∅, s1 = s0 ∪ {x1},
. . . , si+1 = si ∪ {xi+1}, . . . , s|s| = s|s|−1 ∪ {x|s|}. Ïóñòü p0 � óêàçà-
òåëü íà áëîê ïàìÿòè, ñîîòâåòñòâóþùèé êîðíåâîé âåðøèíå. Èìåÿ
óêàçàòåëü pi íà ïàìÿòü äëÿ ìíîæåñòâà si ìîæåì ïîëó÷èòü pi+1 =
nextsetsi [xi+1]. ×åðåäîé òàêèõ ïåðåõîäîâ ïîëó÷èì íóæíûé p|s|.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà s, íóæíî ñäåëàòü |s| ≤ d ïåðå-
õîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äåëàåòñÿ çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ, òî äî-
ñòóï ê counters ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ O(d) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà,
ãäå d � êîíñòàíòà. Çíà÷èò äîñòóï ê supersets[s] � êîíñòàíòíûé ïî
âðåìåíè.

Òåïåðü, ïðîàíàëèçèðóåì ðàçìåð ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ ðà-
áîòû òàêîé ñòðóêòóðû äàííûõ. ×èñëî âåðøèí â äåðåâå � ýòî õîòÿ
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áû ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ â S. Êàæäîå ìíîæåñòâî òðåáóåò íà-
ëè÷èÿ â äåðåâå åùå d ìíîæåñòâ, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïóòü îò êîðíÿ
äî íåãî. Ýòè ìíîæåñòâà � ∅, {x1}, {x1, x2}, . . . , s \ {x|s|}. Íî âñå ýòè
ìíîæåñòâà ìû óæå ïîñ÷èòàëè, òàê êàê îíè âõîäÿò â ìíîæåñòâî S.
Ïîýòîìó ÷èñëî âåðøèí â äåðåâå ðîâíî |S|. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ
âåðøèí ìû õðàíèì ìàññèâ èç n óêàçàòåëåé è îäèí ñ÷åò÷èê. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìûé ðàçìåð ïàìÿòè Θ(|S|n). Òàê êàê |S| ≤ 2dm, òî
àñèìïòîòèêà ïîòðåáëÿåìîé ïàìÿòè O(2dmn) = O(mn). Ïîñêîëüêó
S ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå âñå ð¼áðà ãðàôà, S ≥ m. Ýòî çíà÷èò,
÷òî íåîáõîäèìî èìåòü ïàìÿòü ðàçìåðà Ω(mn).

Ïðîáëåìà â îãðîìíîì ÷èñëå íåèñïîëüçóåìûõ óêàçàòåëåé, êîòî-
ðûå íèêóäà íå óêàçûâàþò. Ìîæíî èõ óáðàòü è õðàíèòü òîëüêî ïî-
ëåçíûå óêàçàòåëè, íî ýòî áóäåò ñòîèòü äîáàâî÷íîãî âðåìåíè ðàáî-
òû. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè áóäåò ïîêàçàíî, êàê ñîõðàíèòü êîíñòàíòíîå
âðåìÿ îáðàùåíèÿ ê supersets[s] è äîáèòüñÿ ðåçåðâèðîâàíèÿ ëèøü
ëèíåéíîé ïàìÿòè.

4 Ëèíåéíàÿ ïàìÿòü
Îïèøåì ìåòîä ñîêðàùåíèÿ îáúåìà òðåáóåìîé ïàìÿòè äî ëèíåé-

íîé, ñîõðàíÿÿ ëèíåéíîå âðåìÿ ðàáîòû, äëÿ àëãîðèòìà Ôàôüÿíè-
Êðàò÷à (Àëãîðèòì 2). Ìåòîä áóäåò îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîé
ñîðòðîâêå çàïðîñîâ ê ñòðóêòóðå äàííûõ supersets[].

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Íóæíî óìåòü àäðåñîâàòüñÿ ê
ð¼áðàì, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E ââåä¼ì èäåíòèôèêà-
òîð ðåáðà e_id. Ýòî óíèêàëüíîå äëÿ êàæäîãî ðåáðà öåëîå ÷èñëî â
îòðåçêå [1,m]. Ìíîæåñòâî s ⊆ V : |s| ≤ d â ïàìÿòè êîìïüþòåðà
ïðåäñòàâëÿåì ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Êîä ìíîæåñòâà s � ýòî êîðòåæ code(s) ðàçìå-
ðà d òàêîé, ÷òî ïåðâûå |s| åãî çíà÷åíèé � íîìåðà âåðøèí èç s â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Ïîñëåäíèå d− |s| åãî çíà÷åíèé � íóëè.

Òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò íàì õðàíèòü
êàæäîå ìíîæåñòâî â âèäå d ÷èñåë. Òàêæå, ïðè òàêîì ïðåäñòàâëå-
íèè, ìîæíî ñðàâíèâàòü äâà ìíîæåñòâà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Äëÿ
ýòîãî ïðîñòî ïðåäñòàâèì ýòè êîäû ìíîæåñòâ ñòðîêàìè äëèíû d ñ
ñèìâîëàìè èç àëôàâèòà {0, 1, 2, . . . , n} è ñðàâíèì èõ êàê ñòðîêè.

Çàìåòèì, ÷òî Àëãîðèòì 1 âñåãäà îáðàùàåòñÿ ê supersets[s] äëÿ
ïîäìíîæåñòâà s íåêîòîðîãî ðåáðà e òîëüêî, êîãäà îáðàáàòûâàåò ýòî
ðåáðî.
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Çàïðîñ ê ñòðóêòóðå äàííûõ supersets[] � ýòî
ïàðà (code(s), e_id), ãäå e ∈ E, s ⊆ e. Áóäåì íàçûâàòü code(s) àðãó-
ìåíòîì çàïðîñà.

Çàïðîñû áóäåì ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ïî àðãóìåíòó çàïðîñà.
Òî åñòü

(code(s1), e1_id) < (code(s2), e2_id)⇔ code(s1) < code(s2).

Óëó÷øåííûé àëãîðèòì Ôàôüÿíè è Êðàò÷à (Àëãîðèòì 2) ðàáî-
òàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü L � ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ çàïðîñîâ ê ñòðóêòóðå äàí-
íûõ supersets[]. Òî åñòü L = {(code(s), e_id) : e ∈ E, s ⊆ e}. Ýòîò
ñïèñîê èìååò ëèíåéíûé îò âõîäà ðàçìåð O(2dm). Íàéòè åãî ìîæ-
íî çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøèì ïðîõîä ïî âñåì ð¼áðàì
e ∈ E, äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàéäåì âñå ïîäð¼áðà s ⊆ e è çàïðîñ
(code(s), e_id) ïîëîæèì â L (ñòðîêà 3 Àëãîðèòìà 2).

Òàê êàê code(s) ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, òî ñïèñîê L ìîæíî îò-
ñîðòèðîâàòü è ïîëó÷èòü ñïèñîê L′ (ñòðîêà 4). Ñîðòèðóåì ïî àð-
ãóìåíòó çàïðîñà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðòåæåì äëèíû d èç ÷èñåë â
îòðåçêå [0, n]. Çíà÷èò ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà âðåìÿ O(dn + 2ddm)
öèôðîâîé ñîðòèðîâêîé [1].

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîðòèðîâêå ìû íå ðàçëè÷àëè ìåæäó ñîáîé çà-
ïðîñû (code(s), e1_id) è (code(s), e2_id), òàê êàê ñîðòèðîâàëè òîëü-
êî ïî àðãóìåíòó çàïðîñà. Âñå çàïðîñû ñ îäèíàêîâûì àðãóìåíòîì
áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â L′ íåïðåðûâíûì îòðåçêîì. Íàçîâ¼ì òàêîé
îòðåçîê êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ëåãêî ðàçáèòü L′ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ è âûäàòü êàæäîìó ýëåìåíòó â L′ óíèêàëüíûé èäåíòèôèêàòîð
åãî êëàññà (ñòðîêè 5-13). Äëÿ ýòîãî âûäàäèì ïåðâîìó ýëåìåíòó
â L′ èäåíòèôèêàòîð 1, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü ïåðâûé êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Òåïåðü ïðîáåæèì ïî âñåì îñòàëüíûì ýëåìåíòàì â L′

ïî ïîðÿäêó è áóäåì äåëàòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü, ìû ñåé÷àñ ðàññìàò-
ðèâàåì ýëåìåíò (code(scur), ecur_id), à ïðåäûäóùèì ýëåìåíòîì áûë
(code(sprev), eprev_id). Åñëè code(scur) = code(sprev), òî òåêóùèé ýëå-
ìåíò â òîì æå êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî è ïðåäûäóùèé. Âûäà-
äèì åìó òàêîé æå èäåíòèôèêàòîð. Èíà÷å âûäàäèì åìó èäåíòèôè-
êàòîð íà 1 áîëüøå, ÷åì ó ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà. Ýòî áóäåò îçíà-
÷àòü íîâûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Àëãîðèòì 2: Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Ôà-

ôüÿíè è Êðàò÷à

Âõîä: d-ãèïåðãðàô G = (V,E), íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âûõîä: d-ãèïåðãðàô G′ = (V,E ′) : |E ′| ≤ (k + 1)d.

1 L← ∅;
2 foreach s ⊆ e, e ∈ E do

3 put (code(s), e_id) in L;

4 L′ ← ÖèôðîâàÿÑîðòèðîâêà(L);
5 classes_number ← 0;
6 prev_key ← code(∅);
7 sizes← ∅;
8 foreach (key, e_id) ∈ L′ do
9 if ýòî ïåðâàÿ èòåðàöèÿ ∨ key 6= prev_key then
10 classes_number ← classes_number + 1;
11 sizes[classes_number]← ÷èñëî íåíóëåâûõ

çíà÷åíèé â key;

12 ïîëîæèòü classes_number â subset_list[e_id];
13 prev_key ← key;

14 foreach s_id ∈ [1 . . . classes_number] do
15 supersets[s]← 0;

16 E ′ ← ∅;
17 foreach e ∈ E do

18 take← True;
19 foreach s_id ∈ subset_list[e_id] do
20 if supersets[s_id] ≥ (k + 1)d−sizes[s_id] then

// ðåáðî e íå ïîïàä¼ò â ãðàô G′

21 take← False;

22 if take then
23 E ′ = E ′ ∪ {e};
24 foreach s_id ∈ subset_list[e_id] do
25 supersets[s_id]← supersets[s_id] + 1;

26 return G′ = (V,E ′);

Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåò óíèêàëüíîå ìíîæå-
ñòâî s ∈ S. Íîìåð êëàññà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâó s, íàçîâ¼ì
s_id. Ýòî ÷èñëî â îòðåçêå [1, |S|]. Çàìåòèì, ÷òî ìû ïåðåøëè îò
ìíîæåñòâ s ê êîäàì code(s) è íàêîíåö ê ÷èñëàì sid, òàê ÷òî òåïåðü
îáðàùàòüñÿ ê ñòðóêòóðå äàííûõ supersets[] ìîæíî ïî öåëî÷èñëåí-
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íîìó èíäåêñó, à çíà÷èò â êà÷åñòâå supersets[] ìîæíî èñïîëüçîâàòü
îáû÷íûé ìàññèâ.

×òîáû ïðè îáðàáîòêå î÷åðåäíîãî ðåáðà e çíàòü èíäåêñû s_id
âñåõ åãî ïîäð¼áåð s, áóäåì õðàíèòü èõ â ñïèñêå subset_list[e_id][].
Îáðàáàòûâàÿ ðåáðî e, àëãîðèòì ïðîáåãàåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì
e â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Òåïåðü ýòîò ïîðÿäîê áóäåò îïðåäåëåí ïî-
ðÿäêîì ýëåìåíòîâ â subset_list[e_id][], ïîòîìó ÷òî àëãîðèòì áó-
äåò ïðîáåãàòü ïî ýòîìó ñïèñêó, äëÿ âñåõ i ∈ [1 . . . 2|e|] îáðàùàÿñü ê
supersets[subset_list[e_id][i]] (ñòðîêà 19).

Âñå, ÷òî îñòàëîñü ñäåëàòü, � ýòî çàïîëíèòü äëÿ êàæäîãî ðåáðà
e ∈ E ñïèñîê subset_list[e_id][]. Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çàïðî-
ñà (code(s), e_id) ∈ L′ ïîëîæèì â subset_list[e_id][] íîìåð êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè s_id, â êîòîðîì ëåæèò ýòà ïàðà (ñòðîêà 12).

Ïîäãîòîâêà ñòðóêòóðû äàííûõ supersets[] çàêîí÷åíà, è ìîæíî
çàïóñêàòü àëãîðèòì êåðíåëèçàöèè. Îñòà¼òñÿ îäíà ìàëåíüêàÿ äå-
òàëü: äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íóæíî çíàòü ðàçìå-
ðû |s| åãî ïðåäñòàâèòåëåé s, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü îãðàíè÷åíèå èç
ñòðîêè 8 â Àëãîðèòìå 1. Ìîæíî õðàíèòü ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäî-
ãî êëàññà íàïðÿìóþ èëè çàïîìèíàòü ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
äëÿ êàæäîãî êëàññà. Â Àëãîðèòìå 2 äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìàññèâ
sizes[].

Âðåìÿ ðàáîòû ñîñòîèò èç âðåìåíè ñîðòèðîâêè O(dn + 2ddm) è
âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà Ôàôüÿíè è Êðàò÷à O(2dm). Èòîãîâîå
âðåìÿ ðàáîòû O(dn + 2ddm).

Ìàññèâû supersets[] è sizes[] èìåþò ðàçìåð O(2dm), à ñïèñîê L
� O(2ddm). Åùå O(n + 2dm) ïàìÿòè ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ñîðòèðîâêè
ñïèñêà L. Èòîãîâûé ðàçìåð âûäåëÿåìîé ïàìÿòè: O(n + 2ddm).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî:

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè d-ãèïåðãðàôà
íà n âåðøèíàõ ñ m ð¼áðàìè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà êåðíåëèçàöèÿ

1. ñ ëèíåéíîé òðóäî¼ìêîñòüþ O(dn + 2ddm),

2. ñ ëèíåéíîé ïàìÿòüþ O(n + 2ddm),

3. ñ íå áîëåå ÷åì (k + 1)d ð¼áðàìè â ÿäðå.

5 Àëãîðèòì âàí Áåâåðíà
Àëãîðèòì âàí Áåâåðíà (Àëãîðèòì 3) ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðå-

ìÿ è ñîêðàùàåò ÷èñëî ð¼áåð äî d!dd+1(k + 1)d. Òàêàÿ îöåíêà íà
ðàçìåð ÿäðà õóæå, ÷åì ó àëãîðèòìà Ôàôüÿíè è Êðàò÷à, îäíàêî
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ïîñëåäíèé íå âñåãäà ìîæåò ñîêðàòèòü âõîä, êîãäà ýòîî äåëàåò àë-
ãîðèòì âàí Áåâåðíà. Ïîäðîáíåå îá ýòîì â ðàçäåëå 6.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ââåä¼ì ïîíÿòèå ïîäñîëíóõà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîäñîëíóõîì ñ öåíòðîì s â ãèïåðãðàôå G =
(V,E) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî F ⊆ E ð¼áåð òàêîå, ÷òî s ⊆ e äëÿ
êàæäîãî ðåáðà e ∈ F , è êàæäàÿ ïàðà ð¼áåð e1, e2 ∈ F ïåðåñåêàò-
ñÿ ðîâíî ïî ìíîæåñòâó s. Ð¼áðà e ∈ F íàçûâàþòñÿ ëåïåñòêàìè.
Ðàçìåð ïîäñîëíóõà � |F |.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäñîëíóõà ðàçìåðà k + 2, ëþáîé åãî
ëåïåñòîê ìîæíî âûêèíóòü èç ãðàôà, è îòâåò íà ïàðàìåòðèçîâàííóþ
çàäà÷ó î âåðøèííîì ïîêðûòèè d-ãèïåðãðàôà íå èçìåíèòñÿ. Íà ýòîì
ôàêòå è îñíîâàí Àëãîðèòì 3.

Àëãîðèòì 3: Àëãîðèòì âàí Áåâåðíà

Âõîä: d-ãèïåðãðàô G = (V,E), íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âûõîä: d-ãèïåðãðàô G′ = (V,E ′) : |E ′| ≤ d!dd+1(k + 1)d.

1 foreach s ⊆ e, e ∈ E do

2 petals[s]← 0;
3 foreach v ∈ e do
4 used[s][v]← False;

5 E ′ ← ∅;
6 foreach e ∈ E do

7 take← True;
8 foreach s ⊆ e do
9 if petals[s] > k then

// ðåáðî e íå ïîïàä¼ò â ãðàô G′

10 take← False;

11 if take then
12 E ′ ← E ′ ∪ {e};
13 foreach s ⊆ e do
14 if ∀v ∈ e \ s : used[s][v] = False then
15 petals[s]← petals[s] + 1;
16 foreach v ∈ e \ s do
17 used[s][v]← True;

18 return G′ = (V,E ′);

Àëãîðèòì 3 ïðîñìàòðèâàåò âñå ð¼áðà ãðàôà G = (V,E) ïî î÷å-
ðåäè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðåøàåò, áðàòü ëè åãî â êåðíåëèçîâàííûé
ãðàô G′ = (V,E ′). Ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòì ñòðîèò ïîäñîëíóõ Fs
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äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà s ⊆ e : e ∈ E. Ïðè âçÿòèè ðåáðà e â E ′,
îí âûÿñíÿåò äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà s ⊆ e, ìîæíî ëè äîáàâèòü e â
ïîäñîëíóõ Fs. Åñëè â ïîäñîëíóõå Fs è òàê åñòü õîòÿ áû k + 1 ëåïå-
ñòîê, òî ðåáðî e ìîæíî íå áðàòü â ãðàô G′ (ñòðîêè 9-10 Àëãîðèòìà
3). Åñëè êàæäûé èç ïîäñîëíóõîâ Fs, s ⊆ e åùå íåäîñòàòî÷íî âåëèê,
òî ìîæíî â êàæäûé èç íèõ ïîïðîáîâàòü äîáàâèòü íîâûé ëåïåñòîê
e. Àëãîðèòì ñìîòðèò, íå ïåðåñå÷¼ò ëè ìíîæåñòâî e\s êàêîå-íèáóäü
äðóãîå ðåáðî e′ ∈ Fs (ñòðîêà 14). Äëÿ ýòîãî îí õðàíèò â ñòðóêòóðå
äàííûõ used[s][] áóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé âåðøèíû v, èñòèííîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ∈

⋃
e′∈Fs

e′ \ s. Åñëè äëÿ âñåõ âåðøèí
v ∈ e \ s âûïîëíÿåòñÿ used[s][v] = False, òî e íå ïåðåñåêàåò äðóãèõ
ëåïåñòêîâ ïîäñîëíóõà íå ïî ìíîæåñòâó s. Òîãäà îíî ñàìî ìîæåò
ñòàòü ëåïåñòêîì. Äëÿ ýòîãî àëãîðèòì ïîìå÷àåò True íóæíûå çíà-
÷åíèÿ â used[s][] è óâåëè÷èâàåò íà 1 ñ÷¼ò÷èê ëåïåñòêîâ petals[s].

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè íà ðàçìåð ÿäðà ìîæíî ïðî÷èòàòü â ðà-
áîòå âàí Áåâåðíà [4].

Ïàìÿòü, òðåáóåìàÿ àëãîðèòìîì äëÿ åãî ðàáîòû, ñâåðõëèíåéíà
èç-çà ñòðóêòóð äàííûõ petals[] è used[][]. Ïåðâàÿ èç íèõ � ýòî ïðå-
ôèêñíîå äåðåâî, à âòîðàÿ � ïðåôèêñíîå äåðåâî, ó êîòîðîãî â âåð-
øèíàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áðàì ãðàôà, õðàíèòñÿ ìàññèâ èç n áó-
ëåâûõ çíà÷åíèé. Óëó÷øèì ïîòðåáëåíèå ïàìÿòè è ýòîãî àëãîðèòìà
òîæå.

Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà äàííûõ petals[] òàê æå êàê è supersets[]
õðàíèò ñ÷¼ò÷èê äëÿ íåêîòîðûõ ïîäð¼áåð s ⊆ e : e ∈ E. Çíà÷èò, âñå
ñóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû äàííûõ supersets[] ïðèìåíèìû
è ê ñòðóêòóðå äàííûõ petals[]. Çàïðîñû ê íåé ìîæíî îòñîðòèðî-
âàòü è ñäåëàòü petals[] ìàññèâîì. Äëÿ used[][] ïðèìåíèì ïîõîæóþ
ìåòîäèêó ñîðòèðîâêè çàïðîñîâ.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Çàïðîñ ê ñòðóêòóðå äàííûõ used[][] � ýòî òðîé-
êà (code(s), v, e_id), ãäå e ∈ E, s ⊆ e, v ∈ e \ s. Áóäåì íàçûâàòü
code(s) è v ïåðâûì è âòîðûì àðãóìåíòàìè çàïðîñà ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Ñðàâíèâàòü òàêèå çàïðîñû áóäåì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó çàïðî-
ñà, à çàòåì ïî âòîðîìó, òî åñòü

(code(s1), v1, e1_id) < (code(s2), v2, e2_id)⇔

⇔ code(s1) < code(s2) ∨ (code(s1) = code(s2) ∧ v1 < v2).

Çàìåòèì, ÷òî ê òàêèì çàïðîñàì ñíîâà ïðèìåíèìà öèôðîâàÿ ñîð-
òèðîâêà, òàê êàê ìîæíî ñ÷èòàòü code(s)∪{v} îäíèì êîðòåæåì äëè-
íû d + 1 ñ ýëåìåíòàìè èç [0, n].
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Óëó÷øåííûé àëãîðèòì âàí Áåâåðíà (Àëãîðèòì 4) ðàáîòàåò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 4: Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì âàí

Áåâåðíà

Âõîä: d-ãèïåðãðàô G = (V,E), íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âûõîä: d-ãèïåðãðàô G′ = (V,E ′) : |E ′| ≤ d!dd+1(k + 1)d.

1 L← ∅;
2 foreach e ∈ E, s ⊆ e, v ∈ e \ s do
3 put (code(s), v, e_id) in L;

4 L′ ← ÖèôðîâàÿÑîðòèðîâêà(L);
5 classes_number ← 0;
6 subclasses_number ← 0;
7 foreach (key1, key2, e_id) ∈ L′ do
8 Ïåðåñ÷èòàòü classes_number è subclasses_number

ñðàâíèâ key1 è key2 â òåêóùåì ýëåìåíòå ñïèñêà è â
ïðåäûäóùåì;

9 if subset_list[e_id] = ∅ ∨
subset_list[e_id][size(subset_list[e_id])− 1] 6=
classes_number then

10 ïîëîæèòü classes_number â subset_list[e_id];
11 ïîëîæèòü ∅ â vertex_list[e_id];

12 ïîëîæèòü subclasses_number â
vertex_list[e_id][size(vertex_list[e_id])− 1];

13 Çàíóëèòü âñå çíà÷åíèÿ petals[] è used[][];
14 Çàïóñòèòü àëãîðèòì âàí Áåâåðíà;
15 return G′ = (V,E ′);

Ïîëîæèì â ñïèñîê L âñå çàïðîñû ê ñòðóêòóðå äàííûõ used[][] èç
Àëãîðèòìà 3, îòñîðòèðóåì è ðàçîáüåì íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ñ îäèíàêîâûì ïåðâûì àðãóìåíòîì çàïðîñà. Çàìåòèì, ÷òî òàêèì
îáðàçîì ìû óæå äëÿ êàæäîãî ðåáðà e íàøëè âñå s_id äëÿ äàëü-
íåéøåé èíäåêñàöèè â ìàññèâàõ petals[] è used[]. Ïîëîæèì s_id â
ìàññèâ subset_list[e_id][] äëÿ êàæäîãî ðåáðà e, ïðèñóòñòâóþùåãî
â çàïðîñàõ èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ñ íîìåðîì s_id.

Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òåïåðü ìîæíî ðàçáèòü íà ïîä-
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêèå íåïðåðûâíûå îòðåçêè, äëÿ êîòî-
ðûõ ñîâïàäàåò âòîðîé àðãóìåíò çàïðîñà. Âûäàäèì êàæäîìó ïîä-
êëàññó êëàññà ñ íîìåðîì s_id ñâîé óíèêàëüíûé èäåíòèôèêàòîð
v_id. Ïîñëå ñòðîêè 8 Àëãîðèòìà 4 çíà÷åíèÿ classes_number è
subclasses_number áóäóò ðàâíû s_id è v_id ñîîòâåòñòâåííî. Òå-
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ïåðü ìîæíî îáðàùàòüñÿ â used[s_id][] ïî èíäåêñó v_id.
Ðàññìîòðèì ïîäêëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè C ñ íîìåðîì v_id â êëàñ-

ñå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ íîìåðîì s_id. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e â çàïðîñå
(code(s), v, e_id) ∈ C â ìàññèâ vertex_list[e_id][s_id′][] ïîëîæèì
v_id. Çäåñü s_id′ � ýòî íîìåð êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè s_id â ñïèñ-
êå subset_list[e_id][]. Òî åñòü ìû íå õðàíèì äëÿ ðåáðà e ëèøíèõ
ñïèñêîâ íîìåðîâ âåðøèí, à òîëüêî íåïóñòûå. Òåïåðü íóæíûå çíà÷å-
íèÿ v_id õðàíÿòñÿ â vertex_list[e_id][s_id′][] äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè
îáðàáîòêå ðåáðà e è åãî ïîäðåáðà s, áûëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ v_id,
ïî êîòîðûì áóäóò ïðîèñõîäèòü îáðàùåíèÿ â ìàññèâ used[e_id][].

Âðåìÿ ðàáîòû Àëãîðèòìà 4 ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè ñîðòèðîâ-
êè O(dn+2ddm) è âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà âàí Áåâåðíà O(2ddm).
Èòîãîâîå âðåìÿ ðàáîòû O(dn + 2ddm).

Ìàññèâ petals[] èìååò ðàçìåð O(2dm), à ñïèñîê L � O(2ddm).
Äëÿ ñîðòèðîâêè L ïîòðåáóåòñÿ O(n+2dm) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.
Ñóììà ðàçìåðîâ ìàññèâîâ used[s_id][] ïî âñåì s_id íå ïðåâûøàåò
÷èñëà çàïðîñîâ ê ñòðóêòóðå äàííûõ used[][], à çíà÷èò èìååò çíà÷å-
íèå O(2ddm). Èòîãîâûé ðàçìåð âûäåëÿåìîé ïàìÿòè: O(n + 2ddm).

6 Òåñòèðîâàíèå è ñðàâíåíèå
àëãîðèòìîâ

Îáà Àëãîðèòìà 2 è 4 áûëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå C++, ñêîìïè-
ëèðîâàíû ïðè ïîìîùè GNU C++ 5.4.0 ñ óðîâíåì îïòèìèçàöèè -O2
è ïðîòåñòèðîâàíû íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i7-4600U
ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.10GHz è 64-áèòíîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé
Ubuntu 16.04.

Òåñòèðîâàíèå ïðîõîäèëî íà ãèïåðãðàôàõ, ïîðîæäàåìûõ çàäà÷åé
î ïîäëèíåéêàõ Ãîëîìáà. Ýòî âàæíàÿ ïîäçàäà÷à â ïîñòðîåíèè ëèíå-
åê Ãîëîìáà: ìíîæåñòâ R ⊆ N òàêèõ, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë
â í¼ì óíèêàëüíà. Òî åñòü äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè ÷èñåë a, b, c, d ∈ R
âûïîëíÿåòñÿ |a− b| = |c− d| ⇒ {a, b} = {c, d}. Çàäà÷à î ïîäëèíåé-
êàõ Ãîëîìáà � ýòî çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé ïî ðàçìåðó ëèíåéêè
Ãîëîìáà R ⊆M äëÿ íåêîòîðîãî M ⊆ N. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-
äà÷å î âåðøèííîì ïîêðûòèè 4-ãèïåðãðàôà [5]. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
ãèïåðãðàô êîíôëèêòîâ G = (M,E), ãäå ìíîæåñòâî ð¼áåð E áó-
äåò ñîäåðæàòü âñå ÷åòâåðêè {a, b, c, d} : |b − a| = |c − d| è òðîéêè
{a, b, c} : |a − b| = |b − c|. Îòâåò ê çàäà÷å î âåðøèííîì ïîêðûòèè
ãèïåðãðàôà äëÿ G � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, êîòîðûå íå âîé-
äóò â îòâåò ê çàäà÷å î ïîäëèíåéêàõ Ãîëîìáà R. Â íàøèõ òåñòàõ
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M = {1, . . . , n} äëÿ ðûçëè÷íûõ n ∈ [100, 300]. Ïàðàìåòð k âûáðàí
ðàâíûì íèæíåé îöåíêå íà ðàçìåð îòâåòà. Äëÿ å¼ íàõîæäåíèÿ, ìû
èùåì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùõñÿ ð¼áåð. ßñíî, ÷òî ðàçìåð òàêîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò
ðàçìåð âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.
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Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå ðàáîòû àëãîðèòìîâ âàí Áåâåðíà è

Ôàôüÿíè è Êðàò÷à.

Â õîäå òåñòèðîâàíèÿ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî Àëãîðèòì 2 (îñíîâàí-
íûé íà àëãîðèòìå Ôàôüÿíè-Êðàò÷à) íå âñåãäà ñæèìàåò ãèïåðãðàô,
êîãäà àëãîðèòì âàí Áåâåðíà ýòî äåëàåò, õîòÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà
÷èñëî ð¼áåð â ÿäðå äëÿ àëãîðèòìà âàí Áåâåðíà áîëüøå. Áîëåå òîãî,
äëÿ çàäà÷è î ïîäëèíåéêàõ Ãîëîìáà, àëãîðèòì Ôàôüÿíè è Êðàò÷à
íå ñîêðàùàë ÷èñëî ð¼áåð âîâñå, è ðàçìåð ÿäðà ñîâïàäàåò ñ ðàçìå-
ðîì èñõîäíîãî ãðàôà. Ïàðàìåòð k â òåñòàõ, ïîðîæä¼ííûõ çàäà÷åé î
ïîäëèíåéêàõ Ãîëîìáà, íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî îöåíêà íà ÷èñëî ð¼áåð
â ÿäðå (k + 1)d äëÿ àëãîðèòìà Ôàôüÿíè è Êðàò÷à ïðåâûøàåò èñ-
õîäíîå ÷èñëî ð¼áåð, è ñîêðàùåíèÿ ãðàôà íå ïðîèñõîäèò. Àëãîðèòì
âàí Áåâåðíà èìååò õóäøóþ îöåíêó íà ðàçìåð ÿäðà, íî âñ¼-òàêè ñî-
êðàùàåò ÷èñëî ð¼áåð ïðèáëèçèòåëüíî â 2 ðàçà.

Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî ñæàòèÿ âõîäíîãî ãðàôà, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü îáà àëãîðèòìà: ìîäèôèöèðîâàííûé Ôàôüÿíè-Êðàò÷à è
âàí Áåâåðíà â ýòîì ïîðÿäêå. Òîãäà, áîëåå òÿæåëîâåñíûé ïî âðåìå-
íè è ïàìÿòè àëãîðèòì âàí Áåâåðíà áóäåò ðàáîòàòü íà óæå ñæàòîì
ãðàôå, è, âîçìîæíî, ñîêðàòèò åãî ñèëüíåå.
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7 Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû äâà àëãîðèòìà êåðíåëèçàöèè äëÿ

çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ãèïåðãðàôà. Îáà àëãîðèòìà ðàáî-
òàþò çà ëèíåéíîå âðåìÿ, ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû, îäíàêî
äîñòèãàþò ëèíåéíîñòè ïî ïàìÿòè.

Ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììû íà ÿçûêå C++. Áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâ-
íåíèå àëãîðèòìà Ôàôüÿíè è Êðàò÷à ñ àëãîðèòìîì âàí Áåâåðíà è
îáíàðóæåíà îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïåðâîãî íà ïðè-
ìåðå çàäà÷è î ëèíåéêàõ Ãîëîìáà. Ïðåäëîæåíà èäåÿ î êîìáèíèðî-
âàíèè àëãîðèòìîâ.

Îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ìåíüøåì ïîòðåáëåíèè ïàìÿòè ïðè
êåðíåëèçàöèè äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ãèïåðãðàôà. Ïðåä-
ïîñûëêè ê ýòîìó åñòü: Ôàôüÿíè è Êðàò÷ ïðåäëîæèëè àëãîðèòì
êåðíåëèçàöèè, ðàáîòàþùèé çà âðåìÿ O(md+2), îäíàêî òðåáóþùèé
ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïàìÿòü.
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